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УДК 519.6 
ПОБУДОВА ТА ДОСЛІДЖЕННЯ 
ОПЕРАТОРІВ ЕРМІТОВОЇ 
ІНТЕРЛІНАЦІЇ ФУНКЦІЙ ДВОХ 
ЗМІННИХ НА СИСТЕМІ 
НЕПЕРЕТИННИХ ЛІНІЙ ІЗ 
ЗБЕРЕЖЕННЯМ КЛАСУ 
ДИФЕРЕНЦІЙОВНОСТІ  
Побудовано та досліджено оператори інтерлінації 
функцій двох змінних із збереженням класу диференці-
йовності, якому належить наближувана функція за 
умови, що сліди цих операторів і сліди їх частинних 
похідних за однією із змінних до фіксованого порядку 
співпадають на заданій системі ліній з відповідними 
слідами наближуваної функції. 
Вступ 
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побудови сліди наближуваної функції та її частинних похідних до заданого порядку N ≥ 1 на заданій 
системі паралельних прямих 
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які є операторами інтерполяції за однією змінною, мають порядок диференційовності, що повністю 
визначається диференціальними властивостями допоміжних (базисних) функцій ( )
!
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,
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k = 1, 2, …, M; s = 0, 1, …, N (поліномів алгебраїчних, тригонометричних, узагальнених, сплайнів то-
що) та диференціальними властивостями вказаних слідів. Тобто якщо 
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Таким чином, оператори EM,Nf(x, y) не можна використовувати замість f(x, y) без додаткового 
аналізу у тих задачах, де істотною є вимога, щоб функція f(x, y) мала неперервні похідні порядку 
r ≥ 1. Потрібні оператори такого типу вперше були побудовані в працях [1–3] для двох випадків – в 
дискретній та інтегральній формах. Зокрема, в дискретній формі оператор 
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задовольняє такі умови: 
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якщо невідомі λs,l, l = 0, 1, …, N для кожного s = 0, 1, …, N знаходяться шляхом розв’язання системи 
лінійних алгебраїчних рівнянь 
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за умов ∞≤≤=≤β<<β<β≤− bNsbb Nsss 1;,,1,0,,1,0, KL , spkp skM yh ,,)( ,, )( δδ= ll , k, l = 1, 2, …, M, 
p, s = 0, 1, …, N. 
Аналіз літературних джерел 
Задача побудови операторів наближення функцій двох і більше змінних за допомогою їх слі-
дів і слідів їх похідних до фіксованого порядку на системі заданих кривих ліній є однією з найсклад-
ніших задач теорії наближення[1–19]. Особливі труднощі при розв’язанні цієї задачі виникають у ви-
падку, коли побудовані оператори повинні зберігати клас диференційовності Cr(R2), r ≥ 1, якому на-
лежить наближувана функція і при цьому повинні виконуватись рівності між вказаними слідами і ві-
дповідними слідами наближуваної функції і оператора. 
Загальна теорія побудови таких операторів може ґрунтуватися на використанні інтерлінації із 
збереженням класу диференційовності Cr(R2) [1–4]. 
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Ця стаття є розширеним варіантом статті [4] і містить доведення теорем цієї статті. Випадок 
побудови операторів відновлення функцій двох змінних за допомогою їх сліду та слідів їх частинних 
похідних до заданого порядку із збереженням класу диференційовності наближуваної функції дослі-
джувався в [2]. 
В працях [1–13] досліджувалися оператори відновлення функцій багатьох змінних за допомо-
гою операторів, що зберігають клас диференційовності Cr(R2), якому належить наближувана функція, 
але загальний випадок операторів, що зберігають клас диференційовності у всіх точках площини, не 
досліджувався. Водночас практика поставляє приклади, у яких необхідно відновлювати поверхні за 
відомими слідами їх та їх частинних похідних або деякої системи диференціальних операторів (вза-
галі кажучи, нелінійних) на заданій кривій. 
Найбільш відомим прикладом такої задачі є задача побудови системи координатних функцій 
для варіаційних методів розв’язання крайових задач, що точно задовольняють граничні умови на гра-
ниці області інтегрування. Якщо область, у якій розв’язується крайова задача, є об’єднанням кількох 
відомих областей, то границя такої області може мати кутові точки, тобто буде диференційовною лі-
нією складної форми, що є об’єднанням відрізків кількох відомих ліній. 
Як приклад також відзначимо необхідність відновлення поверхонь лопаток авіадвигунів або 
лопаток гвинтів на атомних підводних човнах, форма яких знаходиться з умови найкращого обтікан-
ня поверхні газом або рідиною шляхом розв’язання відповідних крайових задач (тобто форма повер-
хні обтікання є невідомою). Такі задачі є важливою складовою процесу конструювання лопаток. Од-
нією з найскладніших задач, які виникають при цьому, є збереження відповідної гладкості наближу-
ваної поверхні (тобто належність відповідних функцій до заданого класу диференційовності) та ізо-
геометричних властивостей (опуклість, вгнутість тощо) [10]. 
Отже, актуальною є задача побудови і дослідження методів розв’язання таких задач на основі 
використання узагальнень операторів інтерлінації функцій із збереженням класу диференційовності 
[1–3]. 
Основні твердження роботи 
1. Нижче узагальнимо цей результат на випадок, коли сліди наближуваної функції та сліди її 
частинних похідних за змінною y до фіксованого порядку N задаються на лініях y = γk(x), γk(x) ∈ Cr(R), 
k = 1, 2, …, M. Введемо до розгляду оператор 
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де βs,l ∈ [–b, b] s = 0, 1, …, N, l = 0, 1, …, N,– задані різні числа (дійсні або комплексні), невідомі λs,l, 
s = 0, 1, …, N, l = 0, 1, …, N  для кожного значення s знаходяться шляхом розв’язання систем лінійних 
алгебраїчних рівнянь 
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Зауважимо, що ці системи мають єдиний розв’язок, оскільки їх детермінанти 
[ ] 0det ,0
,0, ≠β
=
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Np
N
p
s ll
, s = 0, 1, …, N є детермінантами Вандермонда. 
Теорема 1. Оператори OM,N f мають властивості 
 f ∈ Cr(R2) ⇒ OM,N f ∈ Cr(R2), якщо γk(x) ∈ Cr(R), k = 1, 2, …, M 
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 0 ≤ q ≤ N,   N ≤ r,   l = 1, 2, …, M. 
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Доведення 
Для доведення першої групи тверджень теореми 1 використаємо 
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(0,s)(t, γk(t)) ∈ Cr–s(R). 
Для перевірки цього достатньо знайти похідні p
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Користуючись формулою диференціювання визначеного інтеграла по параметру 
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отримаємо потрібне твердження. 
Доведення другої групи рівностей проводиться безпосередньо перевіркою із урахуванням 
властивостей hM,k,s(y) та рівностей для ll ,, , sps λβ . 
Як частинний випадок при γk(x) = yk, k = 1, 2, …, M отримуємо OM,N f = LM,N f. 
Теорема 1 доведена. 
Оператори OM,N f (x, y) будемо називати операторами інтерлінації функцій із збереженням кла-
су диференційовності дискретного типу. 
2. Далі побудуємо і дослідимо оператори інтерлінації ермітового типу із автоматичним відно-
вленням функції двох змінних в інтегральній формі за допомогою їх слідів та слідів їх похідних по 
одній змінній на заданій системі неперетинних ліній. 
Введемо до розгляду оператор 
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Теорема 2. Оператор DM,N f має властивості 
 f ∈ Cr(R2) ⇒ DM,N f ∈ Cr(R2), 
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 0 ≤ q ≤ N,   N ≤ r,   l = 1, 2, …, M, 
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δ=βββ
b
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p
sk dG ,, )( ,   0 ≤ s,   p ≤ N   γk(x) ∈ Cr(R),   k = 1, 2, …, M. 
Доведення 
Якщо f ∈ Cr(R2), то f(x + β(y, γk(x)), γk(x)) ∈ Cr(R2), тобто інтеграл 
( ) )())(,)(()( 20, RCdxxyxfG r
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, бо інтегрування по β не може зменшити порядок дифе-
ренційовності. 
Якщо f
 
(0, s)(t, γk(t)) ∈ Cr–s(R), то 
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Тобто перша група тверджень теореми 2 доведена. 
Для доведення другої групи тверджень треба скористатися співвідношеннями 
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Тому, враховуючи, що hM,k,s(y) ∈ Cs(R) і те, що добуток функцій з неперервними 
похідними порядку r є функцією, яка теж належить класу Cs(R2), отримуємо, що 
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Для доведення третьої групи тверджень треба скористатися формулами 
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Теорема 2 доведена. 
Оператори DM,N f (x, y) будемо називати операторами інтерлінації функцій із автоматичним 
збереженням класу диференційовності в інтегральній формі. 
Введемо до розгляду ядра Gk,s(x, y, β), 0 ≤ s  ≤ N, 1 ≤ k ≤ M інтегральних операторів, залежні 
від  трьох змінних x, y, β і побудуємо з їх допомогою такий інтегральний оператор, у якому функція 
f
 
(x, y) та її частинні похідні за змінною y  входять під знак інтеграла 
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Теорема 3. Оператори DM,N f (x, y) мають властивості 
 f ∈ Cr(R2) ⇒ DM,N f ∈ Cr(R2), 
 )),(,(),(),( ),0(
)()(
,
xxf
y
yxf
y
yxfD
l
q
xy
q
q
xy
q
NM
q
ll
γ=
∂
∂
=
∂
∂
γ=γ=
, 
 0 ≤ q ≤ N,   N ≤ r,   l = 1, 2, …, M, 
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якщо ∫
−
δ=βββγ
b
b
sp
p
ksk dxxG ,, )),(,( ,   0 ≤ s,   p ≤ N   γk(x) ∈ Cr(R),   k = 1, 2, …, M. 
Доведення 
Якщо Gk,s(x, y, β) ∈ Cr(R2) ∀β ∈ R[–b, b], то очевидно, що 
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Аналогічно отримаємо, що 
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,     s = 1, 2, …, N. 
Таким чином, перша група тверджень теореми 3 доведена. 
Для доведення другої групи тверджень скористаємось формулою 
 
)(
,,
0)(
,,
),,(),,(),,(),,(
xy
b
b
ksi
i
skiq
iqq
i
i
q
xy
b
b
ksskq
q
kk
dyx
y
yxG
y
CdyxyxG
y
γ=−
−
−
=γ=−
∫∑∫ ββΦ∂
∂β
∂
∂
=ββΦβ
∂
∂
. 
Виконуючи ці диференціювання і враховуючи, що 
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отримаємо доведення теореми 3. 
Зокрема, для b = ∞ напишемо оператори 
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Функції hM,k,s(x, y) повинні мати властивості 
 psk
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p
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d
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),( δδ=
γ=
l
l
,     1 ≤ k ≤ M,   0 ≤ s,   p ≤ N 
Приклади ядер інтегральних операторів 
Приклад 1. Нехай b = 1, N ≥ 1. Для ядер поліноміального типу 
 ∑
=
β=β=β
N
k
k
ksssN aGG
0
,,
)()( , s = 0, 1, …, N 
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коефіцієнти as,k знаходяться для кожного значення s = 0, 1, …, N із систем лінійних алгебраїчних рів-
нянь порядку (N + 1) 
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Зокрема, у випадках N = 1, 2 
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Проведемо доведення перевіркою для N = 1. У цьому випадку 
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Аналогічно 
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Тобто, дійсно, 1,0,)(
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Проведемо доведення для N = 2. У цьому випадку 
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Аналогічно доводиться, що 
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Приклад 2. Нехай b = ∞, N ≥ 1. Для ядер вигляду 
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коефіцієнти as,k знаходяться для кожного значення s = 0, 1, …, N із систем лінійних алгебраїчних рів-
нянь порядку (N + 1) 
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Наприклад, для N = 1, b = ∞ 
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Тобто твердження для цього випадку доведені. 
Приклад 3. Нехай b = ∞, N ≥ 1. Шукаємо ядра Gk,s(x, y, β) для кожного значення s = 0, 1, …, N і 
для кожного значення k = 0, 1, …, M у вигляді  
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Зокрема, для N = 1 отримаємо 
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Якщо ввести позначення Y = y – γk(x), то маємо 
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Такі ядра досліджувались у роботі [3]. 
Висновки 
Написані вище оператори дозволяють відновлювати наближено функції f
 
(x, y), якщо їх сліди 
та сліди їх похідних за змінною y до порядку N включно відомі на системі неперетинних кривих, за-
даних явно відповідними рівняннями. Вони дозволяють будувати оператори інтерполяції з потрібни-
ми інтерполяційними властивостями на вказаній системі ліній шляхом заміни слідів f
 
(0,s)(x, γk(x)) від-
повідними інтерполяційними або апроксимаційними. 
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